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METRIQUES RIEMANNIENNES ET COURBURE

THIERRY AUBIN

Introduction

Nous allons étudier certains changements de métrique sur les variétés
Riemanniennes, et examiner dans quelle mesure, on peut modifier les
propriétés de la courbure. Un probléme fondamental de la géométrie différ-
entielle est de déduire, & partir des propriétés du tenseur de courbure, des
propriétés topologiques pour la variété, et méme si possible d’identifier la
variété comme homéomorphe 2 une variété connue. Les résultats de ce type
sont trés nombreux.

D’aprés le théoréme de Whitney, sur une variété C> il existe une métrique
C=: g. Dans un systeme de coordonnées locales, & partir de 1’expression des
composantes g;; du tenseur métrique, on peut calculer les composantes du
tenseur de courbure. Mais il y a peu de chance pour que les propriétés de ce
tenseur de courbure puissent -étre exploitées directement par un des nombreux
théorémes existant.

Aussi peut-on penser déformer la métrique initiale de maniére a ce que les
propriétés du tenseur de courbure ou de ses contractés soient plus agréables.
Certaines propriétés de la courbure ont une signification topologique, bien
souvent un exemple la met en évidence. Mais 14 o nous n’avons aucun
exemple montrant le caractére topologique de la propriété envisagée, on peut
penser que cette propriété n’a pas d’implication topologique, et pour le montrer
il suffit de construire sur toute variété Riemannienne une métrique dont la
courbure ait la propriété envisagée.

Dans une premiére partie, on étudie localement les changements de
métrique: a l'intérieur d’une boule de petit rayon on modifie la métrique sans
rien changer 2 D’extérieur. Cette méthode permet d’établir des résultats sur
la courbure scalaire, la courbure de Ricci et la courbure conforme. En
considérant le changement de métrique g;; = g;; + 0,009,0 avec p € C*, on
montre que sur toute variété riemannienne compacte de dimension supérieure
a deux, il existe une métrique dont la courbure scalaire est négative. Grace a
un changement de métrique du méme type, on montre que sur toute variété
Riemannienne il existe une métrique pour laquelle le carré du tenseur de
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courbure conforme est constant. Des résultats analogues pourraient étre établis
sur les carrés du tenseur de courbure et du tenseur de Ricci.

Puis en utilisant des changements de métriques conformes, on montre en
particulier qu’une variété a courbure de Ricci positive ou nulle et positive en
un point admet une métrique a courbure de Ricci partout positive.

Si on suppose que deux propriétés de la courbure ont les mémes implications
topologiques, on devrait pouvoir & 1’aide de changements de métriques locaux,
passer d’une métrique ayant la 1ére propriété a une métrique ayant la 2&éme
propriété. C’est ainsi que pour montrer les limites de la méthode, on est amené
a étudier en toute généralité les changements locaux de métriques.

Dans une seconde partie, pour obtenir des résultats plus fins, on considére
des changements globaux de métriques, et on ‘envisage des problémes
géométriques qui peuvent se ramener 4 montrer 1’existence d’une solution
acceptable d’une équation différentielle du type 4(p) = Cte. La solution doit
étre acceptable: en effet a la fonction ¢ est attaché un changement de métrique
8i; = 8 + hi(p), ¢ est acceptable si g{; est C défini positif. Pour aborder
ce genre de problémes, on utilise la méthode suivante: Considérons une

expression de la forme I(p) = f {I'LA(p)]}dV ou [ est une fonction de A, et
v
la borne inférieure de I(p) lorsque ¢ parcourt un ensemble de fonctions

acceptables. Il s’agit de montrer que la borne inférieure est atteinte par une
fonction acceptable, puis que A(¢p) est constant.

Dans les cas favorables le minimum sera atteint, dans d’autres cas, il faudra
faire des hypothéses sur la courbure. Quant a démontrer que 4(p) est constant,
cela revient dans bien des cas, & écrire qu’une certaine équation linéaire [adj.
partie lineaire en ¥ de A(p + ¥) = 0] n’a pas de solution en ¥ autre que la
solution constante.

Cette méthode de résolution d’équations différentielles est utilisée pour des
problémes sur la 1ére classe de Chern des variétés kihleriennes compactes, en
considérant le changement de métrique g;, = g,, + 0,0 avec ¢ C= admissible.

L’un des théorémes est une étape pour la démonstration de la conjecture de
Calabi: Moyennant une hypothese sur la courbure, on montre que sur toute
variété kihlerienne compacte, un élément de la 1¢re classe de Chern est forme
de Ricci pour une certaine métrique.

Pour des raisons d’analyse, la démonstration incite a faire une conjecture
plus faible que celle de Calabi: Tout élément de la lére classe de Chern
pourrait étre approché aussi prés qu’on veut (au sens de la métrique initiale)
par une forme de Ricci.

Mais cette méthode de résolution d’équations différentielles peut s’appliquer
3 bien d’autres problémes, le choix de la fonction /', la limitation de I’espace
des fonctions acceptables offrent bien des possibilités.

Cette thése n’aurait pas vu le jour sans I’attention toute particuliére que le
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Professeur Lichnerowicz a bien voulu porter 2 mon travail. Combien de fois
aurais-je désespéré, combien de fois me serais-je égaré dans quelques
recherches stériles sans ses conseils.

Je suis trés heureux de pouvoir lui témoigner toute ma reconnaissance. Je
tiens aussi a exprimer toute ma gratitude au Professeur Calabi et au Professeur
Avez qui m’ont consacré beaucoup de leur temps. J’ai pu ainsi grace a leurs
remarques améliorer mes démonstations. Je remercie également le Professeur
Schwartz de I’honneur qu’il me fait en acceptant de faire partie du jury de
cette thése.

PREMIERE PARTIE

1. Métriques conformes

V. désigne une variété a n dimensions de classe C=. Soit g;; une métrique
de classe C= sur V,. A toute fonction f ¢ C=, on fait correspondre la métrique
conforme g}; = e’g;;. Ri; et R’ désignant le tenseur de Ricci et la courbure
scalaire relatifs 2 la métrique g/;:

1

n—2 n—2prg— 7(WJ + —”%iwfv,f)gi, ,

Viif + 7

Ri; = Ry; —

R — g—f[R DR P ll(" ~2) V"fV,f] .

Cette derniere expression montre que, sur une variété riemannienne compacte,
si deux métriques ont chacune une courbure scalaire constante: R et R’ sout
égaux ou de méme signe. En effect, soit dV et dV’ les éléments de volume
relatifs aux métriques g;; et g;;:

Vf Rle'dV — Vf Ray — 1= llf” —2 Vf P jdv

f RdV — f e /RAV' + = 1{4(” —2 f e I JdV" .
v 14 v

a) R = 0, la 2éme égalité montre que f R’dV’ > 0 pour toute métrique
v

conforme a g;;. Si R’ est constant la lere égalité montre que R’ < 0, donc
R’ = 0 et la métrique g;; est proportionnelle & g;; (f est constant).

b) R positif, la 2éme égalité montre que f R’dV’ > O pour toute métrique
. J g
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conforme. Donc si R’ est constant, R’ est positif.

¢) R constant négatif, d’aprés ce qui précéde si R’ est constant, R’ est
négatif. De plus on peut choisir une métrique proportionnelle & g;, de maniere
que R’ = R.

Alors:

R —e) = (n— Hvf+ A= 1{4(” ~2 pup s

En un point ou f est maximum F*F f < 0 ce qui entraine R étant négatif f < O.
En un point ou f est minimum F*F,f > 0 d’ou f > 0. Donc f = 0. Les
métriques pour lesquelles R est constant et négatif sout proportionnelles.

Pour les variétés riemanniennes compactes de dimension n > 3, Yamabe
[16], [15] a démontré que, parmi les métriques conformes a4 une métrique
initiale, il existe une métrique pour laquelle la courbure scalaire est soit con-
stante négative ou nulle, soit partout positive.

Théoréme. Sipour une métrique conforme dlamétrique initiale f RAV’ <0,
v

il existe une métrique conforme et une seule qui a sa courbure scalaire égale a
une constante négative déterminée, il n’existe pas de métrique conforme ayant
sa courbure scalaire positive ou nulle, constante ou non. Si pour toutes les

métriques conformes a la métrique initiale f RAV’ > 0, I’égalité n’est atteinte,
v

que par des métriques proportionnelles qui ont leur courbure scalaire nulle.
Et il n’existe pas d’autre métriques conforme ayant une courbure scalaire
constante.

2. Etude d’un changement de métrique particulier

Soit le changement de métrique défini par g;; =g;; + 3.f9,f avec f e C, |¢’|
désignantion le déterminant de la matrice {g;;}, un simple calcul donne:
&'l = el A + 7.5y,
(1 — g3, fo,NL + 7{rf) =1,
g =gl — VWil + 7.,

g’%/ étant defini par le systeme g't/g;, = 31.
Designons par R}, et I, le tenseur de courbure et les symboles de

iak
Christoffel de la métrique g;,:
/4

:;jlcl = %(ajkg;l + aizg}k — aikg;'l — aﬂgik) + g,aﬁ(rjak Z;L — Fgak[‘g‘,-u) .

Faisons les calculs en coordonnées normales pour la métrique:
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F;«k = %[aj(aefakf) + ak(aafajf) - aq(ajfakf)] = aafajkf y
Rija — Rigre = @ufo,f — 0,:00:N(1 — g*9.10,0) .

Sous forme invariante:

Vikauf — ijfVuf

Ikl Jxt t+ 11 7 f

y

ol on pose pour simplifier ’écriture 7,.f = V.7.f,
Rl = Ry — Ridl 0% Vil uf = VulVs
1+ pfr.f 1+ Pi7.f
ViV, 0 — Vi V1741V . f
1 + Pv.1)°
R = R — 2 R ViV + ) — 0,7 f
1 4 P f 1+ P fp.f
o VATV, 72 — PV 747 f
(1 + 7.7

’

Remarquons que:

Ro—r— BT g TS Y PP

1+ Pfp. f 1+ Vfp . f 1+ Pfr f
D’ou
fR'dV—fRdV Ry
NNz A

dV etant I’élément de volume de la métrique g;;,.

3. Application i la courbure scalaire

Dans ce paragraphe n désignera un entier supérieur ou égal a 3.
Lemma 1. §’il existe une fontion positive u, sur une variété vV, compacte,
telle gue pour la métrigue g;;:

“;J}mzydv<o,
- v

fRWdV+4"
n
v

il existe une métriqgue conforme a g;; et une seule pour laquelle la courbure
scalaire est une constante négative déterminée.

Démonstration. Considérons la métrique conforme gj, = u¥" ?g,,. Les
quantités () sont relatives a la métrique g;;. D’apres les calculs du
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paragraphe 1:

R — u“/‘"‘”(R 4= 1 ‘7:“)’

n—2 u

_; fV”quudV <0.
- v

fR/ dv’ = er Wl = gy — fRu2 dv + 4 n
v v v n

D’aprés le théoréme du paragraphe 1, il existe une métrique conforme et
une seule ayant pour courbure scalaire une constante négative déterminée.

Lemme 2. Sur une variété V, compacte, s’il existe une fonction ¢ telle
que pour une métrique g;;:

1+ V”ng

n—1 [V“ng,FgoV foVe (V00 oV )
n—2 J (A + el 0) (1 + el o)

(%)

]dV<0,

il existe une métrique conforme a la métrique g;; = g,; + 0,09,¢, et une seule
pour laquelle la courbure scalaire est une constante négative donnée.

Démonstration. Appliquons le lemme 1 a la métrique g;; avec u = (1 +
7ol ©)~'*. Pour qu’il existe une métrique g;; conforme 2 la métrique g, telle
que la courbure scalaire' R” soit une constante négative, il suffit que:

Rav’ a.(1 I 1749 (1 v 1/4
AT Fal )" n_2 (1 + PPl )78, (1 + 7ol )~
o .
Vel ) y
K{g¥ — —— LAV’ 0.
<g 1 + Pl o

Ce qui s’écrit car dV’ = (1 + P*oF 0)2dV (cf. paragraphe 2):

f Rdv + 1] fV "oV oV ol o0
Piolee ) av
X (g‘” — <0
14+ Pl ! (1 + Prol )
Mais
f Rav = f Rav — [RFV'e 4 (ct. paragraphe 2) .
1 -+ V"gDV

D’ou I’inégalité s’écrit (x).
Théoreme [1]. Une variété riemannienne compacte V , de dimensionn > 3
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posséde une métrique pour laquelle la courbure scalaire est une constante
négative.

Soit g;; une métrique pour laquelle la courbure scalaire R est positive ou
nulle. Nous savous qu’il n’existe pas de métrique conforme a g;; dont la
courbure scalaire soit constante et négative. Mais nous allons mettre en
évidence une fonction positive ¢ e C* et une constante positive k > 1, telles
qu’il existe une métrique conforme a la métrique g,; + 43,(kv/'$)8,(k+/¢) dont
la courbure scalaire est constante et négative.

Démonstration. Posons gi; = ¢g;; et gi; = ¢g;; + k*6,¢0,0. Ecrivons que
le lemme 2 s’applique a la métrique g}, en utilisant comme fonction ¢, la
fonction k¢.

Posons f = ¢"~?”*, nous garderons simultanément les notations ¢ et f pour
simplifier 1’écriture. Soit

_ ,_ _ RVGEg ,
&r = J( 1/k + V"9l >dV
n—1 [ A T U 3 e ]dw :
n—2J L U/k + 7rgrigy (/K + Vgl gy

11 suffit pour établir le théoréme de montrer que pour une certaine fonction
¢ > 0 et une certaine constante k, @,, < 0. Faisons les calculs dans la métrique

8¢

Vif . n—1 0grf _ 1 7
f n—2 f n—2 f
, 1 _,an—1 Uf n—1 f\

R—Z(R S e e B

R;j = R;; — 8ij »

AV’ = 19V, Vi = Vg — .47 9 — 4797 48,
@

I —iﬂwzsbnsb ,

B R, VigVig VistVigvie

o= (R = —Ru av ;

2 f (R - a1+ i g
n n—1 V”fV,,f n—1 ff(¢/(7”¢7yf)2

n—29J f e K+ Vgl )

1 VArer.b gy
ey f IR T Pgl g
y 2oL ([ Tosihind __ CudPord Jgay
n—2 ) LG+ P gy IR+ T
1 =1 (YOG — VYT
P @GIR + Pl gy
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Pour simplifier on peut remarquer que:

v f N (7P f): _n—2 Vv f
Vf av fo(w av =" Vf av ,

f K: + Vgl ) ¢ + KVr .
f R f orf

J Ik + VAT ko QIR+ VgV

Soit y(x) une fonction C= telle que y(—x) = y(x); y(x) = 1 pour |x| > 1;
¥(x) > 0; y(x) >0 pour 0< x< 1 ety (x) > 1 pour "V1/4 < x <" W3/4.
La fonction y(x) est choisie, nous n’en changerons plus.

Soit M un point de V et un systéme de coordonnées normales géodésiques
polaires en M: p, @1, -+, @u_y. 8o = 1, 80 =0, &5 = 85y + play;, g2 =1
(=1, ...,n—1 et correspond aux coordonnées ¢;). Les a;, sont des quantités
de ’ordre de 1.

Considérous une boule B(r) de rayon r < r, centrée en M (r, étant
suffisamment petit pour que, quelque soit M ¢ V, B(r,) existe). A 'intérieur
de la boule B(r) nous prendrous f(M’) = y(p/r), p étant la distance de M a
M’ au sens de la métrique g;;. Soit @p,, 'intégrale précédente éiendue
seulement a la boule B(r).

Etudious @,,, au voisinage de r = 0, K étant tres grand:

Vs = [ ®R—=Rpav + L [ yav + ——..

B(r) B(r)

¢, est une fonction continue de 1/ketder pour 0 <r <ret 0 < 1/k < 1,
Comme y'(1) = O:

Dpiry = f (R — R,)ydV — _}-_ f y'd, Log Viglav

B B
. /
Srol ([ Yaps Ly,
r 0 K
B(r)

1l existe une constante Y telle que pour yM ¢ V
f (R —R,)ydv — L f ¥, Log Vgl dV < YV, avec V, = f av .
B(n) r B(r) B(r)

11 existe M étant fixé une fonction continue de r pour 0 < r < r,, ¢y(r) telle
que:

M, 1k, ) < ¢Av(r) .

D’apreés les propriétés de la fonction y, on a, pour 0 < r < r,,
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n-1 ,._

_ _ Vilir
Pson < YV, + —klz—S”M(’) — A= L, inf, «/Iglf " pn=tdp
r

=175,

11 existe une constante positive 1 telle que

Do <YV, + Lgun -2 v, .
k2 r

Soit r,, tel que 4/rF — Y — 1 = uR, en pasant fRdV = RdV, v étant une
12
constante telle que le volume de la sphére 4 n dimensions de rayon 1 soit
largement supérieur a 1/y. Soit B; (j = 1, - - -, h), h boules disjointes de rayon
13
r, de maniére que Y, V, (M, > 1 de, M étant le centre de B,. Cela est
=t v
12

possible car p est suffisamment grand. Puis dans chaque boule B, nous

rendrous A* = su M
p o VM)

on prendrait k* = 1. Ainsi comme pour vj:

. Si la quantité ainsi définie était inférieur a 1

QBj('rl) S —DRV.,I(M]') - V'rl(Mj) + %—Sij(rl) S - DRVrl(Mj) ’
q),«R‘de-»ﬁf: V(M) <0 .
v j=1

La variété V,, n > 3, étant munie de la métrique g;; & courbure scalaire R
positive ou nulle, nous avous mis en évidence une fonction ¢ et un scalaire k%,
tels que parmi les métriques conformes & la métrique g7; = ¢g,; + k%0,¢0,0,
il existe une métrique pour laquelle la courbure scalaire est une constante
négative.

4. Application a la combure conforme
Le tenseur de courbure conforme est le tenseur de composantes:
1
n—2

R
R To—

Sigor = Riger — (RikgjL — Rugiw + Rjugu — Rjkgil)

(gjlgik — gjkgiL) .

Posons (5)* = §;,,,S%*". Sur les variétés de dimension 3, (S)* = 0. Pour les
variétés V', de dimension » > 3 nous allous demontrer le
Théoréme [2]. Sur une variété riemannienne V, de dimension n > 4, il
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existe une métrique pour laquelle le carré du tenseur de courbure conforme est
constant non nul. _

Soit ¢ une fonction C~ sur V. Faisons le changement de métrique g;; = g;;
+ 3;40,;0. Les quantités (') sont relatives a la métrique g;,.

Dans 1’expression de (§)? intervient la fonction ¢ par ses dérivées premicres
et secondes. On peut choisir la fonction ¢ de telle sorte que ($')* soit nul sur
aucun ouvert. Nous allons montrer qu’a la suite d’un nombre fini de change-
ments de métrique, le carré du tenseur de courbure conforme (relativement a
la derniére métrique) est partout positif.

Demonstration. Soit M un point de V' ou (5)? = 0; U un voisinage de M
muni de coordonnées normales (x,, - - -, X,,). Prenons une fonction ¢ € C=, nulle
a ’extérieur de U, dont les dérivées premicres sont petites de 1’ordre du dia-
metre d de U, qui est choisi suffisamment petit. Le tenseur de courbure con-
forme de la métrique g; = g,; + d:pd;0 a d’aprés le paragraphe 2 pour
développement en fonction de d* 1’espression:

St = Sizue + VinV jup — ViV 50

1 .
e ZVﬁQD(VikSngL — Vo8 + V ;08 — V jx00811)
W) — V.0 1
. 22 (8;:8ir — i Vil j
+ n — Dn — 2) 8i18ix gjkgl)+ n—2( oV kP81

— V?SDVFLSngk + V?SDVFLSDgzk — V?QDVykSDgiz) + dzﬁum ’

0. ;x; étant des fonctions de ¢ dont les valeurs sont de ’ordre de %%, ¢ étant
lié & f comme suit:

Soit f(&) une fonction C= sur l’intervelle {0, 4+ co[; f(§) = O pour & > 1;
(&) >0pour 0 < &< 1; f(§) <Opour 0 < &< 1. Soit 2,0y, -+, n+ 1
constantes dont les valeurs sont comprises entre 1 et 2. Prenons

S NEE ESUER A

2 r?

La constante r est choisie suffisamment petite pour que dans la suite apparais-
sent nettement des parties principales.

2a;05

242
Vi = Z(Qif/ + —%—Ciiif”) + dZPii s Ve = 2 xixjf” + dsz'j ’

0i: €t p;; étant des fonctions de ¢ dont les valeurs sont de 1’ordre de f'.
ijk
Nous noterous ; la somme pour toutes les valeurs de / sauf pour les valeurs
l

i,j et k. En écrivant seulement les parties principales, pour i + j # k:
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R’ —R 2laf 20[3X% 7 / 2a2_x2; 7 2a; ;O 4 i\ ?
g1y = Rigy + A +——-———-r2 e + ——L4f7) — 2B —Lxx f
r r

Rijs = Rugs + Fecaf [y + 2+ ad o)

Rijix = Rijix + Zz%jxk (aif' + 2%?—1‘") f - 40[ i St gy X
Rlyix = Rupx + 2zzﬁi‘;§ﬁtx,xkf'f~ :
Rl = Ry -
= Z Ri... = Ry + Zzahj’[f’ > + = (Y:L; agxl + axt é ak> f”] .
= ij Riyje = Ry + 22 i akaiaj‘xif‘if/f” .
R'=YR,=R+ 221"{1"2(0:1 Zak>

+ ot | Bl g )+ pa S ]

R/

S,l*sz.— .
{jig jij - D —2)

1
—5 (Ri: + R, — 2Ri) +
Siiei = Sije; + (@ f? + by f'f) + Py,

oll g;; est un scalaire:

Ay = &y — —— 3 (ozZ 2o+ oo Z cxk) (n;_(of)(% jk)z) .
a,; = 1 2[(n—4)aiaj—(ai+aj)%‘jak+ ] ]

et ol b;, est une forme quadratique:

1

by =
I (n — 2)

[ — et + appa, — (@it + ) 3 e
! &

2

K2 k
— (@t a) B+ — 2 Da Dat)+ 2T e pal |-
% —1 % 7 1 = 7

1
S:Jlk - Rz]ik - 2R;k .

27 L2
S:}jik : Sijik + 7aj(kajxkf’f’/ (ai . - 1 Z al) .
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’ 7471 2
Sise = Sije + R X xief 17+ i s

avec a,,; un scalaire,

o 2aay [ _ 3 o ]
az]k - _-“““"’(n — 2)’2 (n )az ZL: 242 B

4 2,
Sijkl = Sijpe + POigra -

8:5, 0, ;, et 654, sont des fonctions de ¢ dont les valeurs sont de I’ordre de celle
de f//Zflz'

On vérifie que pour n = 3, a,; = b;; = a;;, = 0. Pour n > 3 nous pouvons
choisir les e; de maniére que les a;; et les a;;; ne soient pas nuls.

Ity an(n — 1)/2 formes du type a;;f* + b;;f'f’ et n relations entre elles:

i U o . . 1 . 4.
=0, 3 b;; =0; cequifaitqu’ily a 1nf{ n+ } formes indépen-
; s ; ! 4 Y nin — 3)/2 P
dantes plus les n(n — 1)/2 formes du type a,;,xx,ff’ qui sont indépendantes.

nn — 2)
(" + n + 2)/2
Montrous qu’en aucun point intérieur au domaine ol 1’on opére, les parties
principales des S7;;; et des S;;;; peuvent étre nulles simultanément.
Lorsque 3, a;x! n’est pas voisin de r%,S;,;, et S;;;; qui sont de I’ordre de r

Ce qui fait en tout inf } formes indépendantes.

ou d’un ordre plus élevé, sont petits par rapport aux A’q;;f?. Comme les a;;
ne sout pas nuls, les parties principales des S7,;; ne sont pas nulles, et (5')* ne
s’annule pas. 11 en est de méme dans tout le domaine out I’on opére, si une
composante S;;;; est identiquement nulle.

Au point M(x, = 0),

(S/)Z — 4241/4 ; (aij)z .

Lorsque 3, a;x: est voisin de r%, si S;;;; n’est pas identiquement nul, la partie
principale de S;;;; avant de devenir S,;; est S;;;; + 2a;;f* + by,ff"). De
méme pour les S; ;.

Des équations telles que S;,;; = 0 ou §7,;, = O permettent de calculer les n
coordonnées de points P et les valeurs possibles de 2. Dans le cas général, il y
a suffisammant d’équations indépendantes pour qu’elles ne soient pas toutes
vérifiées simultanément. Si elles I’étaient il suffirait de choisir 2 en dehors des

valeurs qui rendraient possible la nullité simultanée des équations. Mais
F+E , iEFEEEL
(S,)Z =2 Z (ngij)z + 4 iZIZ (Sijilc)z + i‘ZkL (Sijkl)z + "2¢' >
] J 7

¢ prenant des valeurs de 1’ordre des carrés qui rentrent dans 1’expression de
(812
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Nous venons de montrer que 1’on peut choisir 1 et les ; de maniére que les
Sis, et les S;;;, ne s’annulent pas simultanément. Dans le domaine ou 1’on
opére ($)* ne s’annule pas, alors qu’on a rien changé a ’extérieur. Au bout
d’un nombre fini d’opérations, le carré du tenseur de courbure conforme (2)?,
relativement & la métrique G;,, est nul en aucun point de la variété. Faisons
le changement de métrique G;; = (2)G,;. (2’ = 1 sur toute la variété.

Toutes les transformations conformes de la variété munie de cette derniére
métrique sont des isométries.

5. Changement local de métrique dans le cas général

Nous allons étudier un changement local de métrique dans une boule By,
centrée en M, de rayon 7 trés petit: g}, = g;; + h;; avec h;; de 'ordre de r,
petit & coté de g;;. h;, est identiquement nul a I'extérieur de B,

Nous munissons la boule de coordonnées normales en M.

I'i —TI'li=Ciy = %g/jZ(Vig;cz + Vg — Vg -
Les quantités (') sont relatives a la métrique g;;:
Réju =Ry + Vlcijk - chijl + Cljzcizk - ijxcizz .

1l s’agit de voir si on peut trouver une métrique telle qu’une composante du
tenseur de courbure relatif a g}, (R}7;;), soit partout dans la boule plus grande
ou partout plus petite que celle de la courbure initiale R, ;.

Comme la partie principale de R}/, #,(R}’;,) est a intégrale nulle, nous
sommes obligés de la prendre identiquement nulle.

'@p(Réjkl) = g’p(VLCijk - chijL)
%g‘p(Vzig;k + ijggL - Vljg;k —Fg;)=0.

lf

La nouvelle partie principale a pour intégrale:

f Ry, dV ~ f RidV + 3 f (C/,Ciés — CC)dV
Bp(n) B : B

~ f Ry;,dV + % 5" f [V;g;,(zmg; — T8 — (Fighy
B B

2

+ 8l — Vg |av
. ’ / 1 /
fR:;]ijdV -~ fRijijdV - % Zz: f[hjj <Vzigi1 - %Vugii) - EhiiVugjj
B B B

- hlez’i it hij(Vug;J — Vijg;i) + hix(Vizgf'ij — ijg;j + ijg;i)]dV .
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D’aprés #,(R7y) = 0,
., < 1 1 1
R AV ~ | RJ:,dV — — 3, —hyVihy; — hy\Vshy — —ijhu)
Y P 4 7 P 2 2
bbby — Vih) + oy ghey — Vuhl,)]dv :
Riydv ~ (Rigav — L s ([haLrah, + L7, hy —7on
P (2R Z n 115— iif%44 7 kL3 4% 4
B B B

+ W,V ik — Vishy + Viohy — Vljhiz‘)]dV .

f R, dV ~ f R/,dv .
B B

Par ce procédé il est impossible de modifier le tenseur de courbure d’une
maniére satisfaisante.
6. Changement local de métriques (étude de la courbure de Ricci)
Ry =Ry +V,Co —V:Cro5 + CryCify — CACE .

Comme sont intégrale est nulle, nous prenons la partie principale de R}, ident-
iquement nulle.

2,R};) = 2,W.Ci*; —V,C.rp)
1

5 (Vgg,aj + V‘}g;i - VZng — gaﬂVijgzlxﬂ) =0.

L’intégrale de la nouvelle partie principale est:
[Riav ~ [Rouav + [resce, - cocpgav,
B B B

[Riav ~ [Raav + L 2% [Wel0ras — 750
#
B B B

— g + Vg, —V.g)dv ,
7 1 / 4 /
[Rav ~ [Roav — 3 2 5 [Rhu@usg), + Vsl — Vsl
B B # B
- thViig;p - hiiVll_g;p]dV .
Moyennant #,(R;;) = 0,
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f RLdV ~ f R, dV — % 3y f by suhey — Vi, — VohiddV
B B

2
B
Evidemment £ ,(R}’;;) = 0 entraine fRﬁidV ~ fRﬁdV. Mais il n’est pas
B

B
possible de montrer directement que &,(R};) = 0 entraine 1’équivalence de

fRQidV etde fRiidV. En effet au moyen de Z,(R},) = 0 il est impossible
B B

de modifier }, 3, f h,Vih,dV et de 'exprimer en fonction des autres in-
i op
B

tégrales.
Comme nous le démontrerons dans le prochain paragraphe #,(R;;) =0

entraine fR’dV ~ fRdV. Donc si f(R;i — R;))dV n’était pas équivalent
B B

a zero, on pourrait, sans modifier la courbure scalaire, rapprocher les com-
posantes du tenseur de Ricci de leur valeur mogenne R/n. Or le variété produit
du cercle C, par la sphére S, munie de la métrique produit constitue un contre-
exemple. C, X S, a sa courbure scalaire constante et sa courbure de Ricci posi-

tive ou nulle. Si f(Rgi — R,;;)dV n’était pas équivalent a zéro, on pourrait sur
B

C, X §, construire une métrique dont la courbure de Ricci serait strictement
positive. Une telle métrique n’existe pas car le ler nombre de Betti de C, x S,
est égal a 1, donc:

Théoréme. ,(R.)) = 0 entraine [ RiaV ~ [Ruav.
B B

Soit (M) et (M) le maximum et le minimum de la courbure de Ricci au
point M ¢ V. Pour toute direction i:

. ¢(M)g7.z(M) < R;;(M) < ¢(M)g;,(M) .

Si (M) est constant nous avons vu que par un changement local de métrique,
il n’est siirement pas possible de rendre ¢(M) plus grand ou plus petit. Par
contre si ¢(M) n’est pas constant rien empéche de penser qu’on puisse mettre
en évidence une métrique g;; pour laquelle ¢'(M) serait égal a une constante avec
inf, ¢ < ¢’(M) < sup, ¢. On peut établir le théoréme suivant:

Théoréeme. Si o(M) n’est pas constant, il existe sur V une méirique g;,
pour laquelle inf, ¢ < ¢'(M) < sup, ¢ pour yM e V. Si $(M) n’est pas con-
stant, il existe sur V une métrique g, pour laquelle inf,. ¢ < ¢"(M) < supy ¢.
En particulier: Une variété riemannienne a courbure de Ricci positive ou nulle
et positive en un point, posséde une métrique pour laquelle la courbure de
Ricci est partout positive. Des théoréemes analogues peuvent étre montrés pour
différents tenseurs, en particulier le méme théoréme s’applique aux tenseurs
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R;; — kRg;; (k.une constante), pour k > 1/2 et pour k < 1/{2(n — D].

Démonstration. Supposons qu’en un point Q € ¥V, ¢(Q) = m = inf; ¢. Par
hypothése en un point P ¢ ¥, o(P) = a > m. Nous allons montrer qu’il existe
une métrique g;; sur ¥ pour laquelle ¢'(M) > m pour M = Q et en tout point
M ou p(M) > m.

Soit C un chemin de longueur fini, d’extrémités P et Q. En M e C con-
sidéron sune boule B,,(r) de centre M et de rayon r(M) [r(M) suffisamment petit
pour que B,(r) existe de munie de coordonnées géodésiques polaires (0, Qays
<o 0., ). 11 existe k(M), tel qu’a lintérieur de B, (r) la courbure section-
nelle K vérifie [K| < k(M). Soit r = infy .o r(M) et k = supy.c k(M),r est
pris suffisamment petit pour que (M) > b > m pour M e B,(r).

Soit R e C avec distance de P a R égale a r — 4. A Dintérieur de Bg(r),
faisons le changement de métrique conforme g;; = e’g;; avec g € C=, qu’on
pourra prendre aussi voisin qu’on veut de la fonction f = —1i4%(1 — x)? pour
O<x=p/d < 1,avecd <reti>0,etf=0pour x > 1. L’expression
des composantes du tenseur de Ricci pour la nouvelle métrique est:

Rl = Ru — 20— 70,6 + 5.0 = D047 5

1 (s, 1o g
L(Prs + S0 = 2P g
D’ou
R, =R, — (n— DA+ 2(n — Dix — 3/2)(1 — x)pd ,Log v/ig} ,
R}; = Ry — (1D — DI — 0)2g;; + (1/2)3, &:,(1 — x)2p]
— (/DI — 3x) + (n — DA — x) + (1 — x)209 Log |g]|
+ (1/2)(n — (1 — 2 2plgy, .

Ainsi
o' (M) > o(M) + nig*/d® — (n — DA — Ckd?

avec |K| < k, a intérieur de la boule de rayon d, tel que k,d® < 2/(3n), et
C étant une constante (C < (Sn — 7)/16 dans le cas o (M) > 0),C <
(5n — 7)/16 + |m|/(4k) dans le cas général. On prendra A < k.

Prenons d de telle sorte que 2kd*C < 1/2,6 =1 — 1/(4n))d et 2 <
b —m)/2n —1). Sik, < 2k:

a Vintérieur de B,(r): ¢'(M) > b — (n — 1/2)A > (b + m)/2,
a extérieur de B,(r): ¢'(M) > m — (n — 1/2)2 + ni(1 — 1/(4n))?
=m + 2/(16n) .
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Or, il existe une constante H(H < 4) telle que la courbure sectionnelle k, au
bout de m changements de métriques analogues & celui qu’on vient de décrire
vérifie: k, < k + mHA. Donc il suffit de prendre 1 < k/(8nH) pour que k, < 2k
méme au bout de 8n changements de métriques. Aprés le changement de
métrique a l'intérieur de By(d), nous faisons un nouveau changement de
métrique & I’intérieur d’une boule B(d) centrée en S ¢ C, S étant i une distance
de R égale a {1 — 1/(4n)}d. Puis nous recommengons. A chaque opération on
progresse de d/(4n) le long de C, les boules restent de diamétre d constant car
en chaque point nous faisons au plus 8n changements de metriques et ainsi
k, < 2k et d vérifie toute les inégalités. Le point O est atteint au bout de
(4n/d X longueur de C) changements de métriques au maximum.

On peut rendre ¢'(M) > m sur tout compact au bout d’un nombre fini de
changements locaux de métriques conforms. On peut démontrer d’une maniere

analogue le

Théoréme. Une variété kihlerienne, & courbure scalaire positive ou nulle et
positive en un point, posséde une métrique kiihlerienne a courbure scalaire
partout positive.

7. Changement local de métrique (étude de la courbure scalaire)
R =g¥Ry; + V.Cy —V,Crp + CrCif s — CACH)

f RV — f R,g™dV + f gPg "V 8., Cst, — V,8,C.m )dV
B B B
+ f gH(C,oCty — CpC.2)AV
B

f RdV = f R,g*dV + % f gPg g Q0 gt — Vagh V.2
B B B
VgV .

L’intégrale de la partie principale de R’ est nulle, nous devous donc prendre,
pour des raisons analogues a celles précédemment exprimées pour le tenseur de
courbure:

Z,R) = 2,W*g, —eVig)=0.
L’intégrale de la nouvelle partie principale est:

f RV ~ f RAV + % 39193 f V.82 8, — 7:gl) — V.gLV.g.1dV .
B B # v B

Moyennant Z,(R’) = 0,
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[rRav ~ [Rav — 255 8 [h2F s — Vs, — V.1V
2 v .
B B B

On constate que #,(R’;;) = 0 entraine f Rav ~ f RdV, nous avoins
B B

admis ce résultat dans le paragraphe précédent. Mais pour étudier la courbure
scalaire il suffit de prendre #,(R’) = O et on peut écrire:

JrRav ~ [Rav -~ m 5% [[578 — e
g v
B B B

Vg — Ve, — Vlg;»]dv :

Si n = 2 on vérifie que f R'dV ~ f RdV et on ne.peut pas modifier la cour-
B B

bure scalaire.

Pour une variété V', de dimension n > 2, soit h,, un tenseur qui vérifie
V*h,, = V ket qui ne vérifie pas toutes les identités Vh,, =V h,,. Si n =2,
un tel tenseur n’existe pas.

Le. tenseur h,, vérifie #Z,(R") = O et nous avons #, [ f (R — R)dV] < 0.
B

On peut faire en sorte qu’a I’intérieur de la boule B,(r), R” < R. Sur toute la
variété, on opere simultanément par de tel changement de métrique a I’intérieur
de boules disjointes. Et en répétant ’opération un nombre fini de fois, on peut
rendre R’ négatif sur toute la variété.

Théoréme. Sur toute variété riemannienne V ,, de dimension n>?2, il existe
une métrique pour laquelle la courbure scalaire est négative.

Soit ¢,, un tenseur identiquement nul a ’extérieur de la boule B,(r) et dont
les composantes sont de ’ordre de r a ’intérieur.

Considérous le changement de métrique g/, = g;; + fg:;; + t;; et écrivous
que

PAR) = 2 WVef + Ve*t,, — nlsf — Pl = 0.
A tout tenseur f,,, on peut faire correspondre un changement de métrique
8 = &j + fgi; + ti; qui vérifie Z,(R’) = 0, il suffit de prendre la fonction
f telle que

(n — DN7,V:h) = 2,F*t,, — Vi) .

Un calcul donne alors:
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fR'dV ~ fRdV ~ %[(n — D — 2)fV~vade

+ % 35353 f 7.ty — V4,0V — T f 1, — Vﬂt;)de] .
B B .

Etudions pour tous les tenseurs ¢,, 1’expression de fR’dV et cherchons s’il
B

est possible de mettre en évidence un tenseur t,, pour lequel I(R’ — R)dv
B

serait positif. Tout d’abord, il fant supposer /*t,, == V, . et considérons le
rapport: ‘

2 1 _ 2
- (n — D — 2)Bfm PV + 55 T Bf(m 7.)dv

= [0, -7y
¥ B
C’est une expression homogéne, on peut prendre
2 f(V“t,,, — VeV = 1.
g B
Le développement de
2
DIDIDH [V}ltvl - Vltv‘u - %‘(Vataa - thﬁ)gy,,] >0
2 o v

montreque I > 1/(2n), il existe une borne inférieure a. Si a est atteint par un
tenseur t,,, t,, vérifie:

V;tv,u - Vitl,u + (n - 2)(vaf - Vﬁfgvy)
—al 12—V, t2) + aWe’t,, — Vthg,, =0

av®y
en saturant par g* on trouve que (n — 1)@ — 1)/*f = 0. Comme on peut

toujours faire en sorte que F*f % 0, le minimum a est égal a 1. D’ou fR’dV
B

< fRdV, quelque soit le changement local de métrique, la partie principale

B
de R’ étant prise identiquement nulle. D’aprés un théoréme de Lichnerowicz
[13] toute variété compacte spinorielle, telle que sa courbure riemannienne
scalaire soit positive ou nulle, sans étre identiquement nulle, admet un A4-genre
de Hirzebruch égal a zéro.

Ce théoreme rend trés probable I'hypothese, selon laquelle, la possession
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par une variété riemannienne compacte d’une métrique a courbure scalaire

constante et positive, entraine des implications topologiques pour le variété.
Pour démontrer ce résultat, il suffit de metire en évidence une variété

compacte spinorielle dont le A-genre de Hirzebruch ne soit pas nul. Un tel

contre-exemple montrerait aussi que 7 > 1 et que f (R" — R)dV < 0.

B
En résumé. La courbure scalaire R d’une variété riemannienne compacte

V. de dimension » = 2, a une signification topologique. La caractéristique

d’Euler-Poincaré y = -41 f RdV . Pour les variétés compacte V,, de dimension
T
14

n > 3, le signe de la courbure scalaire a-t-il une implication topologique? Nous
avons montré que le signe négatif n’a pas d’implication topologique, tandis
qu’il est probable que le signe positif a une signification topologique.

SECOND PARTIE

8. Changement de métrique kihlerienne sur une variété kihlerienne

Une variété kihlerienne est une variété a structure complexe, qui posséde
une métrique kdhlerienne g,,, c’est-a-dire une métrique telle que 3,g,, = 9.8,
Soit une fonction ¢ ¢ C=, telle que

int, (___alp;oslsﬁ) > 1,

et pour vé E”Ev

¢ sera dit alors fonction C* admissible.
Considérons le changement de métrique kihlerienne:

g;ﬂ = gip + alp¢ .

Les composantes du tenseur de Ricci sont R,, = —3,,Log|g[,|g| étant le
module du déterminant de la matrice {g,,}. Les quantités (") sont relatives a
la métrique g7,.

R = —0,Log|g| = —a,; Log (1&g gD = R,; — 8, Log M(p) ,
ol
1+ Fip w e Vho
H 147
M) =| 0 8 ,

7o ST U S 44
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m étant la dimension complexe de la variété V,,. M(yp) est une fonction posi-
tive de ¢ car ¢ est C* admissible, M(¢p) peut s’écrire:

M) =14 P + %[(V:so)z — Pl o] + -

Vie Vip---Vip
+_1 Yo Vio

m! .
Vie - Vi
Le dernier déterminant ayant m lignes. En effet:

Vie Vip---Vhol | Vip-- -Vl

Vi Vi e Tl
R 4 N L R
Vi Vi V- Vro
Vo P* Vie Vip - Vip
P 4 1 Ve ”
= _1- Vv 3 — e e = ”gD Vﬂ@
2 3 3§D m! .
- " o Vi - Vl
Vhe Vmo ¢ i

Nous supposerons dans tout ce qui suit que la variété V,,, est compacte. Mon-
trons que f M(p)dV = f dV’ = 1. On norme la métrique g,, de manicre
14 14

que de:l.
1 4
Ve Vie--- Vol (Vip Vip--- V| Wip VWi --- Vi
70 Vi _|Pe Vip N Ve VWi
Vo Vip--- Vol [Vl - Vil Vo FPWip---Fip

+ (m — 2) autres déterminants.

Les (2 —1) derniers déterminants du 2éme membre sont nuls, car si on permute
les 2 premieres lignes, on retrouve le méme déterminant, or'on devrait trouver
le déterminant opposé. La lére classe de Chern est la classe de cohomologie
entriére de degré 2 sur V,, de la (1 — 1) forme

¢ = 21 R, dzN(dz* N\ dzP)dz” .
™



404 THIERRY AUBIN

Une (1 — 1)-forme 7 de la 1ére classe de Chern est de la forme y = ¢ + di
avec 1 = 2,0 + Aw,1, une 1-forme réelle. Les notations employées sont celles
de {12]

d'z - (dl + d”)[z(l,ﬂ) + 2(0,1)] = dlz(l,o) + [d”z(l,l]) + d,'z(o,l)] + d”'z(o.l)

on veut que d’'A,,, = 0 ce qui entraine d’2,,, = 0, d’ol 4, = d’p + h avec
peC= et d’h = 0. De méme A,,, = d’p + h avec d’h = 0. En définitive
r=¢ +d'do+ dd’s = ¢ + dd’(pg — p) = ¢ + id'd’& avec & e C~ réelle.

A chaque élément de la 1ére classe de Chern: (i/2x)C,,dz* /\ dz* correspond
une fonction f € C* telle que C,;, = R,; — 9,,f.

9. Condition suffisante pour que C;, soit tenseur de Ricci

Théoréeme [3]. Sur une variété kahlerienne V,,, compacte, pour que tout
élément de la 1ére classe de Chern, soit la (1 — 1) forme ¢ relative au tenseur
de Ricci d’une certaine métrique kdahlerienne, il suffit que la courbure relative
a tout couple de direction (1, p) (tel que 2 soit orthogonale a p: et a sa direction
conjuguée 1), soit positive ou nulle.

D’apres le paragraphe 8, il s’agit de mettre en évidence une fonction ¢, C*
admissible, telle que 8 = Log M(p) — f soit une constante, f étant une fonction

C> donnée qu’on peut prendre telle que f fdv = Q.
v

Unicité de la solution [7], {8]. Si, aux métriques kihleriennes (g,),; = g,,
+ 8,0 et (81, = 8 + 0.4, correspondent des tenseurs de Ricci identiques
(R),; = (R, ¢, — ¢, = Cte. Faisons les calculs dans la métrique g,. I1 faut
montrer que

Logig,|ler*| = Log M (e, — 991)] = Cte

entraine ¢, — ¢, = Cte.

Comme f M(p)dV = 1, cela revient a montrer que M,(p,—¢,) = 1 entraine

14
o0, — ¢, = Cte. Or M (p, — ¢,) est un déterminant qui est égal au produit de m
valeurs propres positives, dont la somme est m + gi*,.(¢, — ¢,). En con-
séquence

Mo, — o) < [1 + :1 (g — gol)} .

Si ¢, — ¢, n’était pas constant, il existerait des points de la variété ot 4,(p, — ¢,)
= —g&i" (¢, — ¢,) serait strictement positif. En ces points M,(p, — ¢,) serait
inferieur & 1 strictement ce qui est en contradiction avec M,(p, — ¢,) = 1. D’ou
I’hypothése ¢, — ¢, == Cte est absurde.
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Démonstration du théoréme. Considérons I{¢) = f (476)°'dV avec p>m/2

1 4
+ 2,8 = Log M(p) — f. Soit g la borne inférieure de I{p) pour toutes les
fonctions C°® admissibles, telles que 47@ au sens des distributions soit une fonc-
tion de L,.
Soit {¢;} une suite infinie de fonctions C* admissibles, telle que lim I(p;) = .
Y e

On prend ¢; telle que f @, dV = 0 et telle que I(p,;) < I(0) = f 47H)*dv. Sur
v v
le choix de la fonctionnelle I(¢): Si I’équation
@ = Cte a une solution ¢, C~ admissible, I{p,) = 0 .

Et les fonctions ¢ telles que I{p) < ¢* (¢ trés petit) seront “voisines” de ¢, au
sens qui nous intéresse, c’est-a-dire que :

SupV et pour y§ [Iazp[ﬁ(%) - H(SD)]EAEFV(Q’SV)] < 5 X Cte .

Le fait de ne considérer que les fonctions vérifiant /() < 7(0) permet la con-
vergence d’une sous-suite de la suite {¢;}. La démonstration consiste a faire
une hypothese suffisante pour que la suite {4¢p;} soit uniformément bornée.
|de;| < Cte permet alors de montrer que les dérivées siximeme des fonctions
¢, sont uniformément bornées.

Ainsi une sous-suite de la suite {¢;} converge dans C* vers une fonction ¢, C*
admissible qui réalise le minimum. L’équation d’Euler entraine 6, = Cte. D’ol
o eC.

a) Les fonctions 4%, sont continues au sens de Lipschitz uniformément.

Soit G(P, Q) > 0 la fonction de Green [6] du laplacien 4 = —F /. G(P, Q)
est une fonction de V X V — R,C*” sauf pour P = Q. Et en considérant
I’équation intégrale qui permet de mettre en évidence 1’existence de la fonction
de Green, on montre qu’il existe une constante k telle que

G(P, Q) < k[r(P, Q)I*-m™
et telle que

IG(P, R) — G(Q, R)| [r(P, Q)1F < K{[r(P, R)}*" ™% 4 [r(Q, R)F-m-4)

pour 0 < 8 < 1, r(P, Q) étant la distance de P a Q au sens de la métrique g, .
Voir aussi [5] pour P’existence et le calcul d’une constante k. Pour toute fonc-
tion ¢, dés que les intégrales existent au sens des distributions:

o(P) = f HO)AV(Q) + f G(P, Q)4HQ)AV(Q) .

D’apres les propriétés de la fonction de Green:
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}«p(P) - f ¢(Q)dV(Q)l <k f [r(P, Q)T4"™ | 4(Q)| dV(Q) .

D’ou, || ||, étant la norme de 1’espace L,:

o — | #Qav ),

m-2+&)/(2m)

—<_ kSllpV [f[’(P~ Q)]un(l—m)/[Z(m—l)+s]dV(Q) (2 “ A¢,(Q)Hp,

< CO 46D
pour
1/g = 1/p' + [20m — 1) + el/@m) — 1 = 1/p’ — 2 — O/ 2m)

e étant un nombre positif petit.
Nous savons que 476; ¢ L,. D’ou

14776, ]lq, < C(e) 1 4%6,], avec 1/q,=1/2 — (2 — &)/2m)
et pour n un entier inférieur a p:
147-"8;l,, < C™(e) ||4%6;], avec 1/q,=1/2 — (2 — on/(2m) .

Posons = 2(p — m{2 — 2)/(p — 2). Comme p > m/2 + 2,5 est positif et
1/2 -2 —pp — 2)/(2m) = 0. D’ou

supy | 40;] < C?~(n) || 4%6,]|, .
On a aussi

(1a) supy [46;] < CP~'(n) [| 4761,

et sup,

6, — f 6’jdV‘ < C*(5)||476,],. De plus: -
|£6,(P) — £6,Q)! 7P, Q)1
< f IG(P, R) — G(Q, R)|[r(P, Q)1-"*| £6,(R)| dV(R) ,

Supy v | 4°6,(P) — 40,(Q)|[r(P, Q177"
< 2k{|46,liq,_, supy U[r(P, Q)-mim-ssnyem—2engp(yl T
14

(2a) SUPy i | 40 ,(P) — 46,(D)| (P, D] < Cte .
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b) I existe deux constantes positives a et b telles que
0< a@ < Mp) < b*.

Montrons que |[Log M(p,)| < Cte. D’apres le paragraphe précédent :

sup

0, ~ [0V < crp 2o, < v,
14

supy

Log M(p,) — f LogM(p)dV — fl < k' .
14

Comme fM(goj)dV = 1 (voir chapitre 8), il existe des points de V' ol M(p,)
1 4
= 1, [Log M(¢,) = 0]. En ces points écrivons que l'inégalité précédente est
vérifiée.
On en déduit:

’fLog M(p)dv| < k' + supy |f] .

D’ou
supy |Log M(p,)| < 2(k" 4 supy |f]), @16,] < 2k" + sup, If| .

¢) L’ensemble des fonctions 8, est borné dans C*.

Soient U,(i ¢ I) une famille finie d’ouverts (homeomorphes 2 la boule eucli-
dienne E,,) formant un recouvrement de V,,,, et sur chaque ouvert un systéme
de coordonnées locales adaptées a la structure complexe.

D’apres [9], les inégalités (1a) et (2a) montrent que, pour P et Q apparte-
nant a U,, (2 étant égal soit 4 2 soit 4 2):

|0y, 460 (P) — 0,46 (Q)| [F(P, @)} "* < Cte .
Puis |6,} < Cte et |3,.46,(P)| < Cte (pour P ¢ U,) entraine que (/2 < a < 1):
[0,,,0;(P) — 8,,,0,(Q)| [r(P, )]« < Cte pour P et Qe U,.
D’ou | 43,6 (P) — 43,.0,(0)|r(P, Q)]-« < Cte, ce qui entraine
10204y 04(P) = 810,80 (Q)| [F(P, Q)]~** < Cte .
Enfin
|40,,8,(P) — 40,,,,0,(Q)| [F(P, )]"* < Cte

entraine que les dérivées quatricme des fonctions §; sont bornées et continues
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au sens de Lipschitz uniformément. La variété étant compacte, il existe un
&(e > 0), tel qu’a tout point P ¢ V, correspond au moins un ouvert U, dont la
frontiére est a une distance de P supérieure 4 2¢, P appartenant a U,. En con-
séquence les estimations de Douglis et Nirenberg sont évaluées en des points
dont la distance 4 la frontiére est supérieure a e.

Ceci justifie les inégalités précédentes.

De plus, d’apres [9] et [14], comme

470, ¢ L,, 4995 € Lymyom 20420
et les dérivées qieme de 6; appartiennent & Ly, im_2p.q)-

d) 4dide; > —A = Cte.
4, étant le laplacien pour la métrique (g7),;. Calculons

V. +6,) =V, Log M(p,) = gV WV .z0; ,

(3d radtia ,

Vit + 0,) = —g72g7 WV o W Vsos + 87V VY o
(4d) A;As[)] = g;“ﬁg;lﬂV”Vaﬁij»Vlﬁsoj — A(f + 0]) + E .
En posant

E= _RApViﬁojg;”ﬁ + Rapsz"'Qﬁng;M .

En un point P, prenons un repere orthonormé pour g,,, tel que la matrice
{0,005} soit diagonale. Dans ce repere g7* = d;/(1 + 3,,0,).

0,40 0,40
E = — R .._._U_SDJ____. + R _‘.___‘_zio_l_._. N
Z}: a 1+ a;;@j ; Z#: App 1+ a,,p@j

©up; — 8,200
E — Z R L A2rJ BEY D >
:‘/_—: s R Bupp )1 -+ 9py)

puisque R,;,, > 0 pour 1 # u. Le signe de la courbure holomorphe peut &tre
quelconque. Comme il existe une constante A4, telle que (la):

sup [4(f + 0, < 4, didp, > —A .

e) do; + supy|p;| > —B — D = Cte.
Ap; = g7Pg.; — m d’ol (paragraphe d):

A;(Aﬁoj + @j) > —A-—-m + g;apga}; .

Il existe une constante B > O telle que 4p, < —B entraine g/**g,; > A + m.
En effet dans un repere orthonormé, si 4p, < —B il y a au moins une direc-
tion x pour laquelle 3,0, > B/m. Comme a* < M(p;) < b (paragraphe b),
il y a au moins une direction v pour laquelle 4,0, < —1 + (b’m/B)Vm~D et
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il suffit de prendre B > mb*(4 + m)™~'. Lorsque dp, < —B, 4;(do; + ¢;) >0
et 4o, + ¢, ne peut y atteindre un minimum, d’ot

dp; + ¢; > —B — supy |y .

Soit G(P, Q) > 0, la fonction de Green du laplacien. Comme Ao, < m:

0 (P) = f G(P, 0) 4o (Q)AV(Q) < m f G(P,Q)dV(Q) = D .

D’ot dp, > —B —D — supy, |¢,|.

f) |do;| < H = Cte.

Considerons I'opérateur dp; 4 fop, pour 8 > 2(m + 1) et sa fonction de
Green G,(P, Q), G; a les propriétés suivantes {11]:

[Gup.0av@ =1/, GP.0) >0, (4+pG,=0;
oP) = [G,P, O)e,(Q) + Bo (@IV(Q) .
D’aprés le paragraphe €):
o, (P) > -%(B + D + supy|o;)) + ﬁJGﬁ(P, Qo (p)dV(Q) .

Iterons m fois cette inégalité, en posant
Gi(P.O) = (G} (P, RIG,R. QdV(R) ,
14

o (P) > — (B + D + sup, [o,) + g f G (P, Q)p,(Q)AV(Q) .

14

m+ 1
B8
Comme pour la fonction de Green G(P, ), il existe une constante k telle

que G,4(P, Q) < k[r(P, Q)] ", d’ou apreés [10], Gz+'(P, Q) < Cte.
Mais ¢; < D (paragraphe ¢) entraine, moyennant fgojdV =0, f[goj| dv
14 ' 14

< 2D. Ainsi il existe une constante K telle que |¢;] < K + (1/2) sup, [,
puisque 8 > 2(m + 1). Ainsi nous montrous que sup, |¢;| < 2K et que

—B—D —2K < dp; < m.

g) Les dérivées premiéres et les dérivées secondes de type (1 — 1) des fonc-
tions ¢, sont uniformément bornées.
lo,| < 2K et |dp,| < H entrainent (d’apres [91):
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[8:0/(P)| < Cte pour PeU;etavec 0 < a < 1,
10,04(P) — 8,0,(Q)| [r(P, Q)] < Cte pour P et Qe U, .

D’autre part puisque ¢; est admissible, [do;| < H et 0 < a® < M(gp)) < b*
entrainent:

14 g E 14 a/H+mm < @) <H+m—1Zp — 1

pour tout vecteur & sur la variété. On en déduit que fds < ds;, < yds, ds et
ds; étant les éléments de longueur pour g et g;. En intégrant le long d’une
geodésique relative a g, puis le long d’une geodésique relative a g on montre que :

gr(P, Q) < r,(P, Q) < yr(P,Q) ,

r;(P, Q) étant la distance de P 4 Q au sens de la métrique g}. Compte tenu de
ces inégalités, la variété étant compacte, il existe un nombre ¢ > 0, tel que pour
tout point M ¢ V, I’ensemble des points P tels que (P, M) < ¢ (resp. r,(P, M)
< ¢ pour vj) forme une boule B(e) (resp. B,(¢)) entierement contenue au moins
dans un ouvert U,.

h) Les dérivées.troisieme de type (1 — 2) des fonctions ¢; sont uniformé-
ment bornées.

Posons [¢;F = &8 8 W 500V paap; Par convention V5.0, = V.5V Vs,
Calculons 4}|¢;F. Pour simplifier I’écriture des calculs qui suivent, on omet
I’indice j.

'—A;r |¢J !2 — g/IFVz[g,aﬁg,aBg,ca(VpaEc?’VﬁaigD + VaEcGDVpﬁaESD)

. V,;TJSDV.:Ec¢Vﬁaa¢(2g,"jg,rﬁg,aSg,c‘z + g/aﬁg/aag/rig/ca)] .
Posons:

R =V o590V 3,0V 12008 P8 *° 88 %"

S = VsV 150V paap8?8'*"8 88",

-T"—_,V.xz»E(PVﬁaa(PVﬁcp(Pglaﬁg,aBg”ﬁg/cag/yp s

W =V, 0V sos0V 15,08 78 208 8 28 28"

X =V, 000 5,007 150V 0500878/ *°8 7828 g’ |

Y =V, 00V 5,07 1200V 50008’ P8 *P 8P g g 1g'

Z =V sV 5,07 e300V 5:008'*°8' 7878 %878

— 4 g = g'*g' P g B Y 5PV paa® + V a5 1paa®P + ViasePV apaat
+ V50V pipaap + 2R3V caap + Rai ¥ 32l

— glag/ci(2gigrFg!®t | g/ PGV W s oW 5aa PV izp
+ R, ¥ 0 + R,uV.0) —28 — R — 3T — 2§ — R
—3T 42X +2Y +4W + Y + Z + 2W.
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Utilisons 1’égalité (3d)

g”FVlﬁchSD = guﬂ[Vampcs" + Va(RPFIEVpcs" + R”“gV,Fgo)
+ V;(R"WGV‘,AD + R"c,;aV,,ESD)] ’
8 a5 = Vase0 + ) + VoV 5100878
+ VoV 5V 15008 8"7)
Et .
8" g0 = V(0 + D + VSZp(PVIF;'ng”pg/ﬂu .

Portons ces deux expressions, ainsi que 1’expression conjuguée de la premiére
dans 4’ |¢P.

— A |¢ff = g8 UY 5oV 150iP + V sa5epV z3aatd)

+ g/aﬁg/agg’c'i[VgaasoVagc(a +H+ VascSDVgaa(a + HI

+ 25 4+254+ T+ T —4W

+ 878/ gAY g (R iV pep + RP5pl 1petp

+ RV oo + R’ilV i5.0) + 1la méme expression
conjuguée + ¥ 5.02R 3,0 sazp + Reasil 3,a9)]

+ &8V 3o00(8"* "V Rz — &V, R.5) + la méme
expression conjuguée] — &' 5.0V saapl(2g'g #g'2?

+ gPg" g )V (0 + f) — R;) + g (2¢"'g"**RE,,,

+ g*gYR)] — Y —2X — (R + R) — 2S + 5)

—3T+D+6W+2X+3Y + Z.

Finalement on obtient:

— A Q] = g*g PGP UW sep — Va5V o508’ X (eXxpression
conjuguée) + Visep — VisoV o308 — VisotV 15008
(expression conjuguée)] — g'°¥(2g'«*g'rig’2?
+ &P W etV puaplV 50 + ) — Ryl
+ PG U 30qV 150 + ) + VosetoV 30a(0 + I
+ 8478 g g Y yoap(RocssV au + RPspal 1petp
+ Rz
+ g/aﬂg/c‘i[Vﬂai¢(g”ﬂVlRacﬂa — g7 R.;)
+ expression conjuguée] .

V.50 + Dexpression conjuguée]

Ainsi il existe une constante & telle que:
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(5h) 1418 + T < KPP + 195D -

Ot on a posé I * égal a la somme des deux premiers carrés de I’expression de
— 4’ |¢,2. Comme les métriques g; sont uniformément bornées, en intégrant
I’égalité (4d) aprés multiplication par M(yp;), on montre qu’il existe une con-
stante C, telle que:

f|¢,|2dvg. <c, C>1.
V B

En intégrant (Sh) aprés multiplication par M(yp;) on montre que

f rpdv, <20k .
14

Puis intégrons (Sh) aprés multiplication par dp,M(p,) il vient:

lf[¢j ¥ A;'A%'dV?
14

< sup|do,| [ f rpdv) + 2C1k2] < 4HC K .
14
Compte tenu de (4d), cette inégalité montre qu’il existe C, tel que
figrar; <c..
14
Supposons qu’on ait montré qu’il existe une constante C, telle que
f;¢j|2ndvg. <C,, C,>1.
v
Moyennant (5h):
[lgorsig )y + raavy <k [Qgf + lg,rhav; < 2C,
14 v
Cela montre que
fpjz I‘/’j!zm_l)dV;' S 2szn ,

ainsi que

2

kC, .
n—1

f|¢jl””‘”V’”Is!fjle»ls!fjldeﬁ- =

¥
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| [ 2085190 4V < supy 1 g, [ 1419114V < 6ttt
Vv v

Moyennant (4d), on montre qu'il existe une constante C,,, telle que
f|¢jlz(n+1) dV; < Cn+1 .
J

Soit la formule de Green:

I'p) = ij(P DA (Q)AVHQ) — fd ol (P, Q)(Q)aV'(Q) ,

o H (P, Q) = flt,(P, D]/ [1,(P, Q)I™* avec t,(P, Q) = (8),(Q)u'u*
W = 7/(Q) — 7P) , P et Q appartenant a U,) ,
f(x) étant une fonction C= égale a 1/(2(m — 1)s,,,_,) dans un voisinage de zero

et nulle pour x > ¢ (¢ étant choisi comme au paragraph g, s,,,_, étant ’aire de
la sphére §,,,_,(1)).

— Lo (P, Q) = g0 s (g,,,Q)w + 0,8,.Que)|

FH,
o

(tj + 0,8, WU 4 9,8, WU

+ 870,80 swrwwent ) + 2 (m 4 5, Log gy
+ wo, Log |g;| + 0,87.40.87::87° 8 Furw — RQ;»»”"”)

oH,[ot = f(B) /"' — (m — D@/,
o*H;jot = f'@) )t — 2(m — DFf@/t™ + m(m — Df(H) /e .

Ces trois égalités montrent qu’il existe une constante K > 1/Q2(m — 1)s,,_,)
telle que pour P et Qe U;:

|45eH (P, Q)| < Kl1,(P, DF*™[1 + [¢,(Q)] + [P, DI | .
Ecrivons la formule de Green pour I'(Q) = |¢,(Q[:

6,PF = [H,(P, 0414, @F V(@) — [ 4,H,(P, Q) |#,QF dV(Q) .

Moyennant ’inégalité (5h) et les propriétés de H;(P, Q):
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o, (P} < Kk”f[tj(P, DI ™D + [¢AD[1dVH(Q)

4K f [1,(P, D1 ™[|$,(Q)F + |4/Q)
Ug
+ [t,(P, Q)1*214,(Q)[1dV(Q) .

Ainsi il existe une constante K’ telle que:

supy [ < K'([¢ am + [1@sllem + 195" lzm + 185 lsm + 165 llsm)

car L+Ln-:‘—l--v—l<0 et car 31 + m_1/2—1<0.
m

2m m m

Comme il existe une contante K’/ > 1 telle que
f g,5m AV, < K”: supy |, < 6K’K” = Cte .
14

Les derivées troisieme de type (1 — 2) des fonction ¢, sont uniformément
bornées.

i) L’ensemble des fonctions ¢; est borné et équicontinu dans C,.

Les dérivées troisi¢me de type (1 — 2) étant bormées uniformément, pour
PeU;: |0,dp;(P)| < Cte. Cela entraine (voir paragraphe c¢) que, pour P et

Q € Uz'.:
(61) [0y, (P) — 80,0, (Q)|[H(P, Q)] 7* < B = Cte avec 0<a<l.

D’autre part:

f L, oH (P, Q)dV(Q) = —1 .

En effet il suffit de faire I'(Q) = Cte dans la formule de Green.
Ainsi A étant une constante:

%l (P) = [0, H,P, QT (Q)aV(Q)
(7i) Y
— [0, 5ol (P, QIT(©@) — MaV}(Q)

Comme supy |¢;* < Cte, d’apres les calculs faits au paragraphe précédent, il
existe une constante C telle que:
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HyP,Q) < Clty(P, DT ™; |8, H,(P,Q)| < Cl1,(P, Q)]+~ ™;
[0, (P, Q) — 3:H (R, Q) | [r(P, R)]*
< C{lt,(P, Q)Ju-2/=m 4 [1(R, Q)I0-=r2-m},
|45H (P, Q)} < CLt,(P, QI ™; 9, 45H (P, @)} < Clt,(P, Q) ™;
|0:,450H /P, Q) — 2,z ioH (R, Q)| [r(P, Q)]
< C{le(P, @)= + [ty(R, Q)" };

(81)

pour P, Q et R appartenant a U, et 0 < o < 1.
Dérivons deux fois I’égalité Log |g}| = Log|g| + f + 6,,

87708y, = 8 Log|g| + a.(f + 8, ,
(99) 870,05 05 = v, Log|g| + 3,,.(f + 6))
— 0,870,855 — 87701 ,8.; -
D’olt pour P ¢ U,,|453,.,0,(P)| < Cte. Ecrivons (7i) pour I'(Q) = d,,,.0,(Q)

et h = d,,¢,P). Compte tenu de (60) et de (81): [t,(P,Q) > Br¥(P,Q),
B = Cte.],

[01,,0:(P)| < C supy, 'A;av’p’goj(f[tj(P, O)12=»dV'(Q)
CB a/2—-m 4
- Uf [1,(P, Q)1 "dV}(Q) .

Les dérivées troisi¢éme des fonctions ¢, sont uniformément bornées. De méme
on montre que:

100 0(P) — By s [F(P, Q] * < B = Cte  pour P et Qe U, .

D’aprés le paragraphe #:

[reav; <ce.
v

Cela montre que les dérivées quatrieéme des fonctions ¢; de type (1 — 3) et de
type (2 — 2) appartiennent a L, uniformément.
Dérivons a nouvean (9i) dans U;:
En posant D,(Q) = ;] 23 20 23 10pn0;(@)| on voit que:
P v A

(478,40 (Q)] < C'IDAQ) + 1], C’ étant une constante .

Faisons dans (7)), 1(Q) = 0,/,0,¢;(Q) et h = 3,.,.,0,(P):
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BrirrepsP] < C'C [T2,P, QF#"ID,(Q) + 114V}(Q)
CB’ ) ali-m JT/!
o l [£,(P, Q)1 adV(Q) .

D’ou il existe une constante C” > 1 telle que pour tout r > 1, les intégrales
definissant les normes étant restreinte a U;:

ewvetile <C7(L+ T 3 B T 100,silers).

avec
1 _ 1 _m—-12414 ,_ 1 1 _ 1 r
q, qd._, m q._; 4m q, 4m

Prenons g, = 2 et r = 2m il vient:

INem—-2 __
SUP |8, prprps] < C” (4”:1.4C4C),‘2// 1 1 + @m'C")" | D, < Cte .
m —

De méme ou montre que:
Ial',u'v’p’goj(P) - al’p’y’p’goj(Q)l [r(P7 Q)]—a/4 S Cte

pour P et Q appartenant a U,.

i) L’ensemble des fonctions ¢; est borné dans C?, les dérivées 2(p + 1)ieme
des fonctions ¢, appartiennent & L,.

Maintenant nous savons que les composantes des tenseurs de courbure des
métriques g sont bornées et continues au sens de Lipschitz uniformément.
Nous pouvons utiliser les résultats de [9].

Les résultats du paragraphe précédent et (9i) dérivée montrent que:.

IA;aZ’#’V’SDJ‘(P) - A;ai’ﬂ’u’goj(Q)' [rj(P, Q)]-—a/4 < Cte .

Cela entraine que les dérivées cinquieéme des fonctions ¢, sont bornées et con-
tinues au sens de Lipschits uniformément. D’ou

| 4585000 0 (P) — Ai83000r00,( D [r (P, D]7* < Ce

moyennant les résultats du paragraphe C. Ceci montre que les dérivées sixieme
sont bornées et continues au sens de Lipschitz uniformément.

Supposons qu’on ait montré que les dérivées (g+ 1)ieme de ¢, (notées 37*'p,)
appartiennent & Lyn,cn_sp.,4-1,- Dérivons (9i) (g — 2) fois 2p > g > 4. On voit
que 4%43%;) € Lymyim -2p+qy> CAL 899, € Lymyim_2p. o, (Paragraphe C). D’ou d’aprés
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[9] et [14] les dérivées 3?*'¢, satisfont 4 une condition de Lipschitz d’ordre «
localement dans Lyn/m_spiq-114. D00 les dérivées 3%*%, appartiennent a
Loym/on-1p+ - La TECUTTENCE €St établie, §°7*%; ¢ L,.

k) La borne inférieure est atteinte par une fonction ¢, C= admissible,
8, = Cte.

Comme I’ensemble des fonctions ¢, est borné dans C®, il existe une sous
suite de la suite {¢,}, (notée encore {p,}), telle que {¢,} converge uniformément
dans C°® vers ¢, € C* admissible. ¢, vérifie ’équation Log M(¢,) = 6, + f, la
suite {¢,} converge vers §, ¢ C* uniformément dans C*. La distribution 476, est
une fonction de L,. En effet pour toute fonction dpeC”,

J—eo

lim | (476, — 476)¢dV = 0

puisque §; converge uniformément vers §,. D’ol
| [@a0gav| < tim 426,01 101 = ¥ 1l -
oo
v

D’apres le théoreme de Hahn-Banach, I’inégalité précédent vraie pour ¢ e C~
est vraie pour ¢ € L,. D’ou 476, ¢ L, et || 476,{; < u. Donc ¢, appartient a notre
ensemble initial de fonctions.

Par conséquent I(p,) = p. ¢, réalise le minimum. Pour toute fonction ¢ ¢ C*

avec f ¢dV = 0, on vérifie que ¢, + A¢ appartient a notre ensemble initial
J ‘

de fonctions, 2 décrivant un voisinage suffisamment petit de zero. D’ol
f 120,47 A p)dV = 0
Vv

4; étant le laplacien pour la métrique g,, + 0,0, En effet 6(¢, + 1¢) =
Log|g'(¢, + A¢)||&7| et partie linéaire en 2 de (¢, + A¢) = 18,3, ’équa-
tion d’Euler [ 4276,/ M(¢p,)] = O est vérifiée sur toute la variété: 6, est une con-
stante. Le minimum est nul et ¢, Vérifie I’équation

Log M(¢,) = f — Log fede .
v
D’ou, d’apres la méthode du paragraphe j, ¢, e C™.

10. Condition suffisante d’existence d’une métrique d’Einstein

a) Dans ce paragraphe nous supposons que, sur la variété kahlérienne
compacte V,,, la 2-forme —i/(2x)g,,dz* \dz* appartient a la lere classe de
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Chern. C’est-a-dire qu’il existe une fonction réelle f ¢ C* telle que R,, = —g,
+ 9,,f. Posons g, = g,, + 3,,¢ vec ¢ C~ admissible et considérons 1’intégrale:

T (p) = f(APF)ZdV avec I' = LogM(p) — ¢ —fetp >m/2 + 2.
14

Soit 4 la borne inférieure de .7 (p) pour toutes les fonctions C* admissibles telles
que 47" au sens des distributions soit une fonction de L,.

b) Sila borne inférieure est atteinte par une fonction ¢, C* admissible le
minimum est nul.

En effet dans ces conditions, pour toutes fonction ¢ € C*

f AT YAy + HHIdV = 0 .

L’équation d’Euler 4[4°21,/M(e)] + 4*2I'y/M(p,) = O est vérifiée sur toute
la variété. Ce qui entraine ', = Cte, le minimum est nul.

—! g,,47* /\ dz* appartient a la 1ére
T

¢) Théoréeme [4]. Lorsque la 2-forme

classe de Chern, pour qu’il existe sur la variété kihlerienne V ,,, compacte une
métrique d’Einstein,il suffit que la courbure relative a tout couple de directions
(4, p) [tel que 4 soit orthogonal a u et a sa direction conjuguée g soit positive
ou nulle.

Démonstration. Soit {¢;} une suite de fonctions C® admissibles telles que

T (p;) < 7(0), fgajdV = 0 et telles que lim 9 (¢,) = p. Nous allons montrer
jeees :
v

.
qu’il existe deux constantes positives a et b tellesque —1 + a < &‘x—i <b
pour V&. Ainsi une sous-suite {o;} convergera dans C® vers une fonction ¢, C*
admissible que réalise le minimum (voir le paragraphe 9).

D’apres b) le minimum est nul, ¢, ¢ C* et I', = Log M(p,) — ¢, — f = Cte
d’ou

Rglﬁ = Rlﬁ - alﬁ Log M(Soo) = —8iy — axﬁﬂao - _‘ggxp .
d) Les dérivées secondes des fonctions ¢; sont uniformément bornées.
D’apres le paragraphe 9, il existe une constante 4 telle que

|4 Log M(p;) — dp;| < A .
D’ou »
ALogM(p) <A + dp; <A+ m,
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Log Mlp,(P)] = [ Log Mip,@)1V(Q)
+ {6, Qd Log Mip0av(©) ,
Log Mlp,(P)] <1 + (4 + m) [ GP, 0av(@) = C,
une constante, car
f Log M(p)dV < f Mip)dV = 1.

D’aprés les propriétés de la courbure:
Lidp; > — AdLogM(p,) > —A — dp; > —A — m .
Il existe une constante B telle que 4y, < —B entraine:
g8 >2m + A car Mp;) < e .
Loresque
do; < —B,  Ailde; + 9] > —A — 2m + grfg, >0

et 4o, + ¢, ne peut pas y atteindre un minimum. Comme au paragraphe 9,
on montre que cela entraine qu’il existe une constante K telle que |¢,| < K et
ASD_; > —K.

e) Comme il existe une constante k telle que Log M(p,) — ¢; > —k,
Log M(p;) > —k — sup|p;} > —k — K, et comme dp, > —K, il existe deux
constantes positives a et b telles que:

——1+a<—a‘—’7§f§£~<b pour V& et Vj.

»

11. Sur lIa 1ére classe de Chern des variétés kiahleriennes compactes

Conjecture. Sur une variéié kihlerienne V,, compacte, tout élément de
la 1ére classe de Chern peut-étre approchée aussi prés qu’on veut (au seus de
la métrique initiale) par la 2-forme relative au tenseur de Ricci d’une certaine
métrique kdhlerienne. _

Soit g,, la métrique kahlerienne initiale. Considérons la métrique g, = g,,
+ 8., avec ¢ C= admissible. Soit C,, = R;, — 9,,f un élément de la 1ere classe
de Chern. Il s’agit de mettre en évidence une suite {¢,} de fonctions C>~ admis-
sibles, telle que les dérivées secondes de la suite {Log M(p,)} convergent
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uniformément vers les dérivées secondes de f.

a) Considérons I(p)= f(Apﬁ)de avec p>m/2 + 2 et 6 =Log M(¢)—f.
14

Soit u(£) la borne inférieure de I(p) lorsque ¢ parcourt I’ensemble #(§) des
fonctions C° telles que:

inf, 0w S 14, 0<e<1.

et pour w7 77"77’1

Montrons que la borne inférieure est atteinte pour une fonction ¢, ¢ C®. Soit
{¢.} une suite de fonctions appartenant a €(§), telle que lim I(p,) = z(&) avec

I(e,) < I(0) et f ondV = 0.
14

Comme au paragraphe 9, p > m/2 + 2 et I(¢,) < I(0) entraine qu’il existe
deux constantes a et b indépendantes de &, telles que 0 < a* < M(p,) < b

De plus [4%,] < Cte: une sous-suite {#,} converge ainsi que ses dérivées
jusqu’a I’ordre 3 uniformément vers 8, € C°. ¢, € €(&) et M(p,) < b? entrainent
que les dérivées secondes des fonctions ¢, sont uniformément bornées. Une
sous-suite {p,} converge uniformément vers une fonction ¢, ¢ C' admissible,
aux dérivées secondes bornées.

Ainsi ¢, est C* admissible et vérifie 1’équation Log M(p,) =6, + fe C?, d’ou
¢, € C° et comme

[w@oyav <iim [@oyav = uo
v
@, réalise le minimum: I(p,) = p(§).
b) Soit E(§) ’ensemble des points ol pour un vecteur 7, M = —1
+ &. Lorsque & — 0, la mesure de E(§) tend vers zero, car77||7i}'goe[|l < 2m
puisque ¢, est admissible et car M(p,) > @*. En effet en prenant f av =1
v

on a:

2m
(az/E)l/(m—n —m :

dav <

E(&)
Soit une suite strictement décroissante de nombre &}, telle que lim &, = 0. Pour
j—»m
un certain j soit ¢, une fonction qui rend minimum I{p) dans les conditions
indiquées précédement. :
Considérons §; ., et les fonctions ¢ = ¢; + favec 8eC,,f=0sur ¥V — E,
et ¢ € €(§;,,). La borne inférieure p(%;,,) de I(¢; + B) est atteinte par une
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fonction ¢;,, € C° et quelque soit la fonction ¢ (a condition que celle-ci soit
telle que ¢,,, + ¢ € ¥(,,,), 1 parcourant un voisinage de zero):

[, )@ d,.9av =0,
vV

<

d;,.¢ étant le laplacien de ¢ dans la métrique kéhlerienne (g7..):; = &,

+ alﬁSDJH-

En procédant de cette manicre, on met en évidence une suite {p;} de fonc-
tions C® admissibles, telle que lim ¢, =¢, ¢ ayant des dérivées continues jusqu’a
I’ordre 5 sur V — lim E(&).

_ ¢~0
c) Posons § =lim §,,6 ¢ C* et quelque soit ¢ (a condition que ¢ + ¢ soit

-0

telle que
inf, Pule + My o g

et pour vz 77" 77a

A parcourant un voisinage de zero):

f UPO) AP L g)dV = 0,

4’ étant le laplacien pour la métrique g7, = g,, + 0,0 sur V — 11m E(%).

Si 4°7¢ n’éntait pas identiquement nul, on pourrait mettre en ev1dence une

fonction 7, vérifiant f yM(p)dV = 0, nulle dans un voisinage de E = lim E(§)
12

-0

et telle que:

f A 70dV £ 0 |
v

Considérons la solution ¢; de ’équation 4j¢, =y + p; (¢; étant une constante
nulle pour j suffisamment grand j > J, car 7 est nulle sur un voisinage de E).

Montrous que f |¢;| AV est uniformément borné. C > O étant une constante:

(J‘W”IdV)Z < C(JWW)Z 3;“ fV'”gb]V 0,dV’,

< 3mc

sup |7 + gl f|¢j|de :
v

car || do;ii, < 2m et a* < M(p;) < b*. D’ou
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b

f|¢JldV < sup |y + g, < Cte .

En appliquant la formule de Green, considérant 1’équation 4, =y +
a Dintérieur d’une boule B;(p), munie de coordonnées normales géodésiques
polaires, p suffisamment petit pour que B,(p) existe, on montre que ¢, vérifie
une équation du type:

4,(P) =7(;f-il—)—s;—-{ f ()[AJQ( 10 ) g0 ]avico)

- [ 1% 40 + wiavio)

2(177. 1)
Bj(p) T

r,(P, Q) étant la distance de P a Q au sens de la métrique g,, + 8,,¢,, f(r;)) e C*
est égale 4 1 au voisinage de r; = 0, décroit et s’annule pour r; > g, S,,,_, €st
I’aire de S, _,(1).

Pour P, e V — E, soit (P, le plus grand des nombres telle que: distance de
P, a E au sens de (g;),, > &(P,), pour vj. Il existe p < e(Py)/(m + 1) tel que

pour YPe V — E avec «(P) > «(P,) les boules B, [(;m + 1)p] existent pour Vj.
Pour VP avec ¢(P) > «(P,), il existe alors deux constantes A4 et B telles que

|¢(P)|<Af|_9/Jj((QP)Ié___~i)%§_Q_22_+B

Iterons m fois cette inégalité, on trouve |¢;(P)}| < Ef (o) aAV(Q) + F, E
v

et F étant des constantes. Comme f ;1 dV < Cte, ¢,(P) est uniformément

borné pour tout Pe V' tel que «(P) soit superieur & un nombre positif fixé 4
I’avance.

En derivant la formule de Green, et en procédant de la méme maniére, on
montre qu’une sous-suite {¢;} converge uniformément ainsi que les dérivées
premiéres et secondes vers une fonction ¢ sur tout compact inclu dans V — E,
¢ = lim ¢, vérifie I’équation 4’¢) = y. Pour j > J, ¢, est une fonction harmo-
niqueJ pour la métrique g;,, dans un voisinage de E,|¢;| n’atteint pas un vrai
maximum en dehors du support de y qui est inclu dans un compact exterieur
a E. Par suite les fonctions ¢; sont uniformément bornées sur V' et ¢ est borné.

d) Supposons qu’on puisse mettre en évidence une fonction y avec les

\
propriétés précédemment définies (en particulier f r820dV + O) , de telle sorte

que les fonctions ¢, solutions des équations 4 g/;j = r + p;, aient des dérivées
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secondes uniformément bornées (les dérivées secondes de ¢; étant calculées
dans un repére de coordonnées normales pour la métrique g;,,). Alors ¢ =
lim ¢, aurait des dérivées secondes bornées pour la métrique g,, + 9,,0. C’est

J—oo
dire qu’il existerait une constante & telle que pour Vi, Fip/(1 + Fip) < k sur
V — E. Par conséquent la fonction ¢ + A¢ pour 2 < 1/k serait telle que pour

v,
Oule + AD'n? | (pn) = —1 surV .

On aurait ainsi mis en évidence une contradiction, puis qu’on aurait

[ AP9475dV + 0 et f 494r 4 gdV = 0 .
;

v

Cela entrainerait que 4°?¢ est identiquement nul, que § est constant, que la
borne inférieure est nul: lim u(€) = 0. Quelque soit ¢ > 0, il existerait une
=)

fonction F C= admissible, vérifiant

f [47 (Log M(F) — f)PdV < ¢,

ce qui entraine
supV ‘ayp (Log M(F) - f)l < KE ]

K étant une constante.

En prenant p suffisamment grand, on pourrait mettre en évidence une suite
de fonctions F, C~ admissibles, telle que {Log M(F,)} converge uniformément
vers f, ainsi que les dérivées jusqu’a I’ordre r (r quelconque mais fini). En con-
clusion, la conjecture de Calabi “Sur une variété kihlerienne compacte, toute
1 — 1 forme de la 1lére classe de Chern est forme de Ricci pour une certaine
métrique kihlerienne” est vraie, nous 1’avous montré, moyennant 1’hypothese
de courbure mentionnée au paragraphe 9.

Mais dans le cas général, 1’étude de I’intégrale I(p), nous incite a faire la
conjecture plus faible: toute 1 — 1 forme de la lére classe Chern peut-étre
approchée aussi prés qu’on veut par une forme de Ricci.
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